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Predgovor

Knjiga je nastala na osnovu predavanja koje su autori u posljednjih dese-
tak godina drzali na Prirodno-matemati¢kom i Elektrotehnickom fakultetu
Univerziteta Crne Gore. Ocekujemo da ona moZe biti interesantna Sirem
krugu Ccitalaca, prije svega studentima dodiplomskih i magistarskih studija
na tehnickim i prirodnomatemati¢kim fakultetima.

Knjiga se sastoji od pet poglavlja. Prvo je posveéeno kompleksnim bro-
jevima, drugo funkcijama kompleksne promjenljive, trece integraciji kom-
pleksnih funkcija i Cauchyevoj teoremi, ¢etvrto konformnim preslikavan-
jima i peto Laplaceovim transformacijama. Razumijevanju teorije izlozene
u osnovnom tekstu treba da pomognu primjeri, koje smo pazljivo birali. Na
kraju svake glave dati su i zadaci za samostalan rad. Smatramo da se samo
tako moZze posti¢i da se knjiga koristi bez obaveznog koriS¢enja druge liter-
ature.

Prvu verziju rukopisa napravio je Milojica Ja¢imovi¢. Ta verzija je kas-
nije znacajno modifikovana. Oba autora su uestvovala u pisanju konacne
verzije knjige, ali je u osnovi Milojica Ja¢imovié¢ napisao glavu posveéenu
integraciji i glavu o Laplasovoj transformaciji, dok je ostale tri glave napisao
David Kalaj.

Zahvaljujemo recenzentima, profesorima Miodragu Perovi¢ i Miodragu
Mateljevi¢ na pazljivom citanju knjige. Oni su pomogli da se otklone neke
greSke i poboljSa rukopis.

Svaku primjedbu Citalaca autori ¢e pazljivo prouciti.
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Glava 1

Kompleksni brojevi

1 Polje kompleksnih brojeva

Neke kvadratne jedna¢ine nemaju rjeSenja u polju! realnih brojeva. Kada
se, na primjer, zaklju¢i da jednacina 22 — 2 = 0 nema rjeSenja u polju
racionalnih brojeva, rjeSenje se pronade u Sirem polju - polju realnih brojeva.
U tom polju svaka jednadina oblika " —a = 0, @ > 0, n € N, ima rjeSenje’.
Zanimljivo je da se proSirenjem polja realnih brojeva R do polja, u kome ée
jednacina 22 + 1 = 0 imati rjesenje, dovodi do polja kompleksnih brojeva
C, u kome ¢e svaki polinom nad tim poljem imati bar jednu nulu.

Prosirenje polja R do polja kompleksnih brojeva, moze se opisati na
sljedeci nacin.

Sa R? oznac¢imo skup uredenih parova realnih brojeva: R? = {(z,y) :
x,y € R}. U ovom skupu defini§imo operacije sabiranja i mnoZenja na
sljedeci nacin:

(x7y) + (xlayl) = (l‘ +x1,y+y1); A(‘Tvy) = ()\.%',)\y),

(z,y) - (x1,y1) == (zx1 — YY1, Y1 + Y*1).

"Definiciju polja i drugih algebarskih struktura i relacija koje ¢éemo koristiti u ovoj knjizi
¢itaoc moZe nadi u udzbenicima algebre.

2Svaka takva jednadina ima rjeSenje i u polju realnih algebarskih brojeva, koje je pravo
potpolje polja realnih brojeva

11



12 GLAVA |. KOMPLEKSNI BROJEVI

Teorema 1.1. Trojka (R?, +, ) je polje. Preslikavanje koje realnom broju
x pridruZuje par (x,0) je izomorfizam polja realnih brojeva na potpolje
{(I’,O) SRS R} polja (RQ, =+, )

Dokaz. Neposredno se provjerava da je par (R?, +) Abelova grupa &iji je
neutralni element u odnosu na sabiranje par (0,0), a suprotan (inverzan u
odnosu na sabiranje) paru (x,y) je par (—z, —y). U odnosu na mnoZenje,
neutralni element je par (1,0). Jednostavno se provjeravaju i svojstva aso-
cijativnosti i komutativnosti mnoZenja i distributivnosti mnoZenja u odnosu
na sabiranje. Inverzni element paru z = (z,y) # 0 u odnosu na mnoZenje
jepar 2/ = (ZEQC"’TyQ, —ﬁ) koji se oznatava sa 2! ilisa 1.
Za dokaz drugog dijela tvrdenja dovoljno je primijetiti da vaZzi

(.Tl,O) + (%2,0) = (.%'1 + :L'Q,O), (.%'1,0) . (xg,O) = (%1%2,0).
]

Definicija 1.2.  (a) Polje (R?,+, ) iz prethodne teoreme naziva se poljem
kompleksnih brojeva. Polje kompleksnih brojeva ozna¢avacemo sa C.

(b) Elemente skupa R? iz prethodne teoreme nazivamo kompleksnim bro-
Jjevima. a sam skup tada oznacavamao sa C i nazivamo skupom kom-
pleksnih brojeva.

(c) Kompleksni broj (0,1) € C oznacavamo sa i. Kompleksni broj z =
(z,y) € C moZemo pisati u obliku z = (x,0)-(1,0)+(y,0)-(0,1) =
T + 1y, Sto je inace standardan nacin pisanja kompleksnih brojeva.

(d) Broj x nazivamo realnim dijelom a broj y imaginarnim dijelom kom-
pleksnog broja z = x + iy i piSemo x = Re z iy = Im 2. Uzimajudi
u obzir izomorfizam = — (x,0) polja R i potpolja {(z,0) : © € R}
polja kompleksnih brojeva, kompleksan broj z = x4+ 0¢ moZe se pois-
tovjetiti sa realnim brojem x (i pisati z = x). Za kompleksne brojeve
oblika z = (0,y) = 0 + yi (koje kratko zapisujemo kao z = yi)
kazemo da su ¢isto imaginarni. Skup {(z,0) : z € R} nazivamo
realnom osom a skup {(0,y) : = € R} imaginarnom osom skupa
kompleksnih brojeva.

Sljededi primjer pokazuje da polje C zadovoljava jedan od zahtjeva koje

smo postavili na pocetku: jednac¢ina z?> = —1 ima rjeSenje u polju C.
Primjer 1.3. Prvo, imamo da je i2 = (0,1) - (0,1) = (=1,0) = —1, $to
znadi da je z = i rjeSenje kvadratne jednaCine 22 +1 = 0.1z = —i je,

rjeSenje ove jednacine.
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Primjer 1.4. Pokazacemo da proizvoljna linearna i kvadratna jednacina sa
koeficijentima u polju kompleksnih brojeva, ima rjeSenje u tom polju.
Neka su, dakle, a, b i ¢ kompleksni brojevi. Posmatrajmo jednacinu

az? +bz+c=0, priéemuje a # 0ili b # 0.

Ako je a = 0 tada je b # 0 i jedino rjeSenje jednacine je z = —7.
Lako se provjerava da ako je c pozitivan realan broj, tada su z; = i+/ci
29 = —i+/c jedina rjeSenja jednacine 22 + ¢ = 0.

Pretpostavimo da je ¢ = 11 b = 0. Jednacina je tada ekvivalentna sa
22 + ¢ = 0. Ako je ¢ = 0 tada je jedino rjesenje ove jednadine z = 0. Ako
jec=a+if#0,tadaje R> a # 0ili R > 3 # 0, a jednacina se svodi
na sistem jednacina

2? -yt = —ai2zy = —0.

gdje je z = x 4+ yi, x,y € R. Kvadriranjem druge jednacine ovog sistema i
kombinovanjem sa prvom, dobijamo 4x* 4 4ax? — 32 = 0 odnosno (22 +
a)z _ %42

=4

5 , Sto se na kraju svodi na

_ 2 2 _
2 a+a2+ 5 < a+|al

= > 0.
2 - 2 -

Odavde slijedi da je

o a+/a?4 (2 - —a+ |af
N 2 - 2

> 0.

Na taj na¢ina dobijamo da su rjeSenja jednadine 22 + ¢ = 0 (kaZemo da su
to korijeni kompleksnog broja —c)

| i(\/—ow\émﬂ,\/ow\/;m).

21/2 = :l:($+ly =

Na kraju razmotrimo opsti slucaj. Jednacina
az?+bz4+c=0,a#0,
se moZe napisati u obliku

b 2

dac — b2 B
4a2 0,
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b2 —4ac
4a?

a dalje, smjenom w = z + % ie=
w? + e = 0, &ija su rjeSenja

= v + 10 svesti na jednainu

_ 2 2 5 5
w1/2=i<u+w>=i\/ “Wﬂ\/wﬁ.

Konacno, rjesenja date jednacine su

b bi\/—7+\/72+52ii\/7+\/72+52
2 2

212 = T W2 = oo

Istaknimo joS jednom da su svi brojevi koji figuriSu kao argumenti ko-
rjenovanja pozitivni realni brojevi, pa su odgovarajuéi kvadratni korijeni
definisani.

Napomena. Kasnije ¢emo (Cak viSe puta) dokazati da svaki polinom sa
koeficijentima u polju C ima rjeSenje u polju C.

1.1 Geometrijska interpretacija kompleksnog broja

Ako kompleksan broj z = x + yi posmatramo kao tatku (z,y) Dekar-
tove koordinatne ravni, tada i operacije sa kompleksnim brojevima imaju
geometrijsko znacenje. Naime, tacke se mogu poistovjetiti sa vektorima, a
sabiranje kompleksnih brojeva (kao uredjenih parova realnih brojeva), odgo-
vara sabiranju vektora (zadatih svojim koordinatama), pa se sabiranje kom-
pleksnih brojeva moZe poistovjetiti sa sabiranjem odgovarajuéih vektora i
geometrijski interpretirati pomocu pravila paraleograma. Odavde naravno
slijedi i odgovarajuca interpretacija operacije oduzimanja. O geometrijskoj
interpretaciji operacija mnozenja i dijeljenja govori¢emo kasnije.

1.2 Modul i kompleksno konjugovanje

Ako je z = z + iy kompleksan broj, njemu konjugovano kompleksan je
broj Z = z — iy. Primijetimo da je, u geometrijskoj interpretaciji, broj z
simetrian broju z u odnosu na realnu osu. Modul ( apsolutna vrijednost
ili norma) kompleksnog broja z = z + iy, je broj |z| = /22 +y%. Na
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z

Slika 1.1: Konjugovano kompleksan broj i modul kompleksnog broja

slici 1.1 data je geometrijska interpretacija konjugovanja i apsolutne vrijed-
nosti kompleksnog broja.

U sljede¢im dvijema teoremama formuliSu se osnovna svojstva apso-
lutne vrijednosti i kompleksnog konjugovanja.

Teorema 1.5. Preslikavanje z — Z iz C u C ima sljedeca svojstva:
(i) z =z
(ii) (21 + 22) = 21 + Zo.

(iii) z1 - 29 = z1 - 2o.

(iv) 2’1/222?1/52.
(v) z4+zZ=2Re z
(vi) z—z=2iIm z.

Dokaz. Radi ilustracije, dokazimo (iv). Neka je z1 = x1 + iy 1 20 =
9 + 1yo. Tada je

wo A A% _ (1 +iy1) (w2 —iy2) _ 122 + y1y2 + i(y122 — yar1)
Z2 2272 a3 + 3 3 + 13

Y
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paje
o= T1%2 Y12 — i(Toy1 — T1Y2)
3+ v3
Dalje je
w = A A% _ (21 — i) (w2 +y2) _ 2122 +y1y2 +i21y2 —2ay1) _

@ @ 73+ 3 5+ u3
Sto je i trebalo dokazati.

Dokazi ostalih svojstava izvode se na slican nacin i njih ostavljamo
citaocu.

Teorema 1.6. Preslikavanje z — |z| iz C u R ima sljedeca svojstva:
(i) |2] > 0.
(i) |z|* = zZ.
(iii) |z| = 0 ako i samo ako z = 0.
(iv) |z -w| =|z| - |wl|.

(v) |Re 2| < |z

, [ Im 2] < |z].

(vi) |z +w| < |z| + |w| ( nejednakost trougla).
(vii) ||z| — |w|| < |z + w|.
(viii) |w™t| = |w|~L.

(i) |2 =
Dokaz. Tvrdenje (i) je ocigledno. Ako je z = z + iy, onda je z = x — 1y,
paje

2z = (z +iy)(z —iy) = 2* +izy —iyx +y* = 22 +y° = |2)?

Sto daje (ii). Svojstvo (iii) je direktna posljedica definicije modula. Iz
lzw]? = zwzw = zZww = |z|*|w|? slijedi (iv). Nejednakosti (v) sli-

jede direktno iz definicije modula kompleksnog broja. 1z (ii) i Teoreme 1.5
slijede jednakosti

lz4w|? = (z24w)(Z4+0) = |22+ 2042w+ |w|* = |2*+|w|?*+2Re (z0)
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i
|z—w|? = (z4w)(Z4+w) = |2|* — 20— zZw+|w|? = |2]*+|w|*—2Re (2w).

Koristeéi nejednakost trougla za realne brojeve, pa ponovo Teoremu 1.5 i na
kraju (iv) i (v) dobijamo

|2+ wl? < |2 + 2|zl |w| + [w]* = (2] + |w])?

2 —wl® 2 |27 = 2[zljw| + Jw|* = (|2] = w])*.
Odavde slijede nejednakosti (vi) i (vii). Dokaze nejednakosti (viii) i (ix)
ostavljamo citaocu. O

Primjenjujuéi matemati¢ku indukciju i nejednakost trougla za normu,
dobijamo nejednakost

|21 4+ + zn] < 2] 4+ + |20

1.3 Metrika na C

Definicija 1.7. Funkcijud : X x X — R definisanu na nepraznom skupu X
nazivamo metrikom na X a (X, d) metri¢kim prostorom, ako d zadovoljava
sljedece uslove:

1. d(z,y) > 0 (pozitivnost);

- d(z,y)
2. d(z,y) = 0 ako i samo ako = = y (razlikovanje tataka);
3. d(z,y) = d(y, =) (simetrija);
4. d(z,y) < d(z,z)+ d(z,y) ( nejednakost trougla).

Sljedeca teorema je posljedica Teorema 1.6.

Teorema 1.8. Ako je d(z,w) = |z — w|, z,w € C, tada je (C,d) metricki
prostor.

Geometrijski, d(z,w) = |z — w|, predstavlja (euklidsko, dakle stan-
dardno) rastojanje taCaka u koordinatnoj ravni, koje odgovaraju komplek-
snim brojevima z i w, u. Kazemo da je to euklidska metrika na C.
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Primjer 1.9. Neka su zy,..., z; 1wy, ..., w; kompleksni brojevi i

n m n
A= Z |Zi’2, B = Z \wi\Q, C= Zzzwz
i=1 i=1 i=1
Tada je

0< Z ‘BZZ' — C’lf)z"z = Z(BZZ - C’LBZ)(BZ] — sz)
=1 =1
= AB? - B|C|* - B|C|* + B|C|* = B(AB — |C)?).

Odavde slijedi da je AB — |C|? < 0, $to znaci da za kompleksne brojeve
21,22, ., 2n 1 W1, W3, . . ., Wy VaZi Schwartzova nejednakost:

n n n
DLzl <3 lal* 3 il
i=1 i=1 i=1

Definicija 1.10 (KruZnica). Kruznicom u C sa centrom u tacki zg i polupre¢nikom

r nazivamo skup tataka S(zg,7) :={z € C: |z — 29| = r}. Akoje 2o = 0

ir =1, 5(z0,r) se naziva jediniénom kruznicom, koja se ¢esto oznacava sa

St

Primjer 1.11. Ako je k kruZnica u C, tada se njena jednacina
a(@®+y?)+Br+yy+05=0, a,8,7,0 €R,a#0,

koris¢enjem kompleksne promjenljive, moZe zapisati u obliku
azZ+ez+€24+9=0,
gdiejec = (B +i7),a, 8,7 €R.
VaZi i obrnuto: svaka jednacina oblika
azZ+ez+ez+0=0,

gdje je e = B + iy kompleksan, a « i 3 realni brojevi, pri cemu je ad <
le|?, & > 0, je jednacina neke kruznice u C.

Citaocu ostavljamo da posljednji oblik jedna&ine kruZnice svede na ob-
lik iz definicije 1.10 i obratno.
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1.4 Argument i trigonometrijski oblik kompleksnog broja
Ako je z = x + iy # 0, tada svaki realan broj ¢ koji zadovoljava jednacine

€z Y

VErE T Ry

nazivamo argumentom kompleksnog broja z. Skup argumenata broja z

= sin p,

oznaCavamo sa Arg z. Ovaj skup je neprazan. Zadovoljimo se, za sada,
jednim geometrijskim dokazom te Cinjenice. Posmatrajmo jednacine ko-
x

/12 +y2
iv = $, dobijamo da u + iv € S'. Sa ¢ ozna¢imo ugao koji sa
Va4 y?

pozitivnim dijelom realne ose zahvata vektor &iji je poCetak tacka (0,0) a

Jima se definiSe argument kompleksnog broja z; Stavljajuéi u =

kraj taka (u,v) - ¢ je realan broj i jednak je duzini luka jedini¢ne kruZnice
koji spaja tacke (1,0) i (u,v) ako je taj luk orijentisan suprotno kretanju
kazaljke na satu i1 negativnoj vrijednosti te duzine ako je luk orijentisan u
smjeru kretanja kazaljke na satu. OCcigledno, cos = u isiny = v, pa
p € Arg z.

Ako su ¢1, 2 € Arg(z), onda postoji cijeli broj k, takav da je ¢ —
w2 = 2km, ili, u drugim oznakama ¢; = p2(mod 27). To znadi da je
Arg z = {p + 2km, k € Z}, gdje je ¢ proizvoljni ugao Arg z. Ugao ¢ €
Arg z, z # 0, koji zadovoljava uslov —m < ¢ < w oznadidemo sa arg z i na
taj nacin definisati funkciju z — arg z &iji je kodomen (—m,w|. Ponekad
¢emo sa arg z oznaciti i funkciju iji je kodomen [0, 27), a iz konteksta ce
biti jasno o kojoj se funkciji z — arg z radi.

U ravni se, zajedno sa Dekartovim koordinatnim sistemom (ili umjesto
njega), moZe posmatrati i polarni koordinatni sistem, koji je odreden jednom
tackom (koja se oznaCava sa O i naziva pol sistema) i jednom polupravom
koja polazi iz tacke O (polarna osa). Polozaj tacke koja odgovara kom-
pleksnom broju z u polarnom sistemu odreden je rastojanjem p do pola
O 1 uglom ¢ vektora Oz prema polarnoj osi. Ako se pol i polarna osa
polarnog koordinatnog sistema poklope sa koordinatnim pocetkom i pozi-
tivnim dijelom apscise (x-ose) Dekartovog koordinatnog sistema, onda se
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A
Yy

z =z + iy p(cos ¢ + isin )

p = £

Slika 1.2: Polarni (trigonometrijski) zapis kompleksnog broja.

broj z = x + iy moze pisati i u trigonometrijskom obliku: (v. sliku 1.2).
z = p(cos p +isingp) (1.1)

gdje je p modul a ¢ argument broja z.

Naravno, modul broja z = 0 jednak je nuli, dok je ugao ¢ proizvol-
jan. Reprezentacija (1.1) je pogodna za mnoZenje i dijeljenje kompleksnih
brojeva. Naime ako je

z = p(cosp +ising), w = p1(cosy +isin),
onda je

zZ = p(cosp —isinp) = p(cos(2m — ) + isin(2m — ¢))
= p(cos(—¢) +isin(—y))
zw = pp1(cos(¢ + ) +isin(p + 1)),

a ako je w # 0, onda je

Z = L (cos(ip — ) + isin(ip — ).
wo P
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Odavde slijedi Moivreova formula:
Vn € N, z" = p(cosng + isinng).

Ona je tacna i ako je n proizvoljan cijeli broj.

Formule za mnoZenje i dijeljenje kompleksnih brojeva u trigonometri-
jskom obliku imaju geometrijsku interpretaciju. Recimo, proizvod kom-
pleksnih brojeva z i w je kompleksan broj ¢ = wz koji se nalazi na kruZnici
S(0, |w||z|) i sa x—osom zahvata ugao jednak zbiru uglova koji sa z—osom
zahvataju brojevi z i w. Sli¢na je geometrijska interpretacija koli¢nika kom-
pleksnih brojeva.

Primjer 1.12. Izracuna¢emo sume S7 = cos x+cos 2z+- - -+cosnzi Sy =

sinz + sin 2x + - - - 4 sin na, koristeci trigonometrijski zapis i Moivreovu

formulu za stepenovanje kompleksnog broja. Oznacimo cosx + isinx sa

z. Tada je:

2" =1

z—1

(cos(n + 1)z + —cosx) + i(sin(n + 1)z — sinx)
cosx —1+isinz —1 )

S=581+4iSy=z4+22+--+2"=2z

Pri tome je S; = Re S1.52 = Im S. Razdavajajuéi realni i imaginarni dio
sume S, dobijamo da je

. (n+)z . (n+l)z
Sl ——w— Sin
51:.73'(308(13"—g>,82:,72'8111(1‘-’—@).
sin 5 2 sin 5 2

Razmotrimo sada sljedeéi zadatak: Za zadati kompleksan broj z =
p(cos ¢ +isin ¢) i zadati prirodan broj n odrediti kompleksan broj w, takav
daje w” = z.

Ako je z = O onda je i w = 0. Pretpostavimo da je z # 0iw =
r(cosy + isint)). Tada je

w" = r"(cosny + isinny).
Iz jednakosti w™ = z slijedi

r'=pin=p+2kn.
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Odavde dobijamo da je modul broja w jednak r = {/|z| i da kao argumente
broja w moZemo birati brojeve

arg z + 2km

Y = argw = Jk=0,£1,42,....

Zak = 0,1,...,n — 1 dobijamo n razli¢itih kompleksnih brojeva wy =
r(cos 1y, + isiney) i za svaki od ovih brojeva je wj! = z. Dalje je w, =
Wo, Wpg1 = Wiy, W] = Wp_1,W_2 = Wp_2, 1 UOPStE Wmpt; = Wy
za svaki cijeli broj m i svako [ € {0,1,...,n — 1}. Dakle, postoji ta¢no
n razlicitih kompleksnih brojeva Ciji je n-ti stepen jednak zadatom broju
z # 0. Za svaki od tih brojeva se kaze da je n-ti korijen broja z. Specijalno,
za kompleksni broj w kaZzemo da je primitivni n-ti korijen jedinice ako je
wt=1iwF#£1zak=1,2,...,n—1.
Formulom

Vz = {wp =r(costy +isiny) : k=0,1,...,n— 1}

(koja se takode naziva Moivreovom formulom), obuhvaceni su svi n-ti kori-
jeni broja z.
Secijalno, za kompleksan 1 je

2k 2k
Qﬁ:{wk:(cos—ﬂ—i—isin—ﬂ):k:O,l,...,n—l}.
n n

Zadaci

1. Dokazati da je polje kompleksnih brojeva najmanje (u smislu inkluz-
ije) polje koje sadrZi polje realnih brojeva i u kojem je rijeSiva jednacina
22 +1 = 0. (Uputstvo: Ako je P polje koje sadrzi R i ako je
a’® +1 =0, onda je skup A = {z + ay : x,y € R} potpolje polja P
koje je izomorfno sa poljem C).

2. Dokazati da je polje kompleksnih brojeva izomorfno sa poljem ma-

wicaoblika [ © ") abeR.
-b a
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10.

11.

12.

. Dokazati da u polju C nije moguce definisati relaciju poretka =<, takvu

da vazi:
(@0 =2z0=y=,0=2zy
b)) C={2:0=z}U{z:2 =<0}

. Neka je P(z) = anz" + -+ + a1z + ap polinom sa realnim koefici-

entima i zo nula polinoma P, (z). Dokazati da je i Zp nula polinoma
P,(2).

. Neka polinom P,(2) = a,2" + ap_12""' + -+ + a1z + ag iman

realnih nula. Dokazati da polinom Q,,(z) = P,(z+ia)+ P,(z —ia),
gdje je a € R, takodje ima n realnih nula.

Neka za kompleksne brojeve z1, 22 i 23 vaZi jednakost: 2329 = z§ .
Dokazati da je tada [ 2522 + 2| + | 21822 — 25| = || + |22].

. Zapisati broj 1 + sin ¢ 4 ¢ cos ¢ u trigonometrijskom obliku.

. Izratunati (a)(—1 +iv/3)%%; (b) cos 2.

Dokazati da ako je (cosz+isinz)” = 1, onda je (cosx —isinz)" =
1.

Neka je w = cos 2% + ¢sin 27“ i k prirodan broj koji nije djeljiv sa n.
Dokazati da je 1 + w* + w? + - - + w@ Dk = 0.

Dokazati da je zbir svih n—tih korijena jedinice jednak nuli.
Predstaviti u ravni skupove kompleksnih brojeva definisane sljedeéim
relacijama:

a){z€C:Rez+1Im 2z <1}.

b){ze€C:r<|z— 2| <R}

){zeC:|z—il+|z+1| <2}

d){zeC: argi;fi < g5}

e){z€C:|z—-2|+|z+2| =5}
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
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H{zeC:|z-2|—|z+2| > 3}.
g){z€C:Re(iz) <1, -1 <Im(iz) < 1}.
h{zeC:a<arg(z—2)) <0< a<f<2nm).
){zeC:|z|=Re z+1}.
PD{z€eC:Re z+1Im z > 1}.

Dokazati da tri razlicite tacke 21, 22 i z3 iz kompleksne ravni pripadaju

jednoj pravoj ako i samo ako je Im % =

Dokazati da je skup k = {z : '|§:Z|| = M}, gdjesuaib # a kom-
pleksni brojevi, a A pozitivan realan broj, kruznicau Cza A # 1, a
pravalinijaza A = 1. Odrediti centar i polure¢nik kruZnice k. Utvrditi

geometrijsko znaCenje tacaka a i b.

Nekaje S={z€C:|z—a|+ |2+ a|] =2c},a € C,c>0.
(a) Opisati S za ¢ = 0.
(b) Dokazati da je za ¢ > |a| S = 0.

(c) Nekajea € R,a > 0i0 < ¢ < a. Dokazati da je tada S =
2
{x—i—z’y:z—;—i—yi—l}.

2z =

(d) Opisati S ako je a = ¢ > 0.

Neka tacke z1, 22, 23 pripadaju jedini¢noj kruZnici sa centrom u 0 €
C. Dokazati da one obrazuju jednakostrani¢ni trougao ako i samo ako
jez1+29+23=1.

Dokazati da su z1, 22 1 23 tjemena jednakostrani¢nog trougla ako i
samo ako je z% + z% + zg = 2129 + 2123 + 2223.

Neka su z1, 22 i z3 kompleksni brojevi takvi da je |z1| = |z2| =
|zs| = 1121 + 22 + z3 = 0. Dokazati da su zj, 29 i 23 tjemena
jednakostrani¢nog trougla.



1. POLJE KOMPLEKSNIH BROJEVA 25

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Neka se tacke 21, ..., z; nalaze sa iste strane neke prave koja prolazi

kroz koordinatni pocetak. Dokazati da tada isto svojstvo imaju i tacke
1 1

E,... Zn "

Dokazati nejednakosti:

a)
n n
D | <Dl
k=1 k=1
pri ¢emu jednakost vazi ako i samo ako arg z;, = argz; (kK =1,2,...,n).
b)

n

[T -2

k=1

,ako |z < L,E=1,... n.

n
L=l <
k=1

Dokazati nejednakosti:

a)|(1+2)" =1 < (1+|z))"—1.

b) [z = 1| < |[z] = 1] + |2]| arg 2.

Rijesiti jednacine:

a) [[i—i(coskx +isinkz) =1. b)z"" 1=z neN.
Dokazati: a)

a+b
1+ab

‘ < lakojela| <1ilb| < 1. (1.2)
b) Ako su a i b kompleksni brojevi sa svojstvom da je modul
jednog od njih jednak 1, onda je

a+b
1+ab

Ako se zna da jednadina z° — 22* 4+ 222 — 4 = 0 ima kompleksan

korijen ¢iji je argument 7 /4, odrediti taj korijen.
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25. Nekaje p(z) = ap+ai+- - -+a, 2" polinom sa realnim koeficientima,
takvimdaje 0 < ag < a1 < ag < --- < a,. Dokazati da polinom
p(z) nema nula u skupu |z| > 1.

26. (a) Dokazati da ako su a, b kompleksni brojevi a c realan broja, tada
az + @z + ¢ = 0 jednacina prave linije.

(b) Izvesti uslove paralelnosti i normalnosti pravih ¢ije su jednacine
az+az+c=0ibz+bz+d=0.

27. Dokazati da ako su wyg = 1,wy,...,w,—1 razli¢iti n-i korijeni iz
jedinice, tada su odgovarajuée tacke tjemena pravilnog mnogougla i
da pri tome vazi:

(@) d*(w;, wy) = (w; — wg)(W; — W).

(b) Suma kvadrata rastojanja proizvoljne tacke z ravni do tjemena
tog mnogougla iznosi n(1 + d?).

(c) Suma kvadrata rastojanja proizvoljne tacke z koja pripada kruZnici
poluprecnika R do tjemena pravilnog mnogougla upisanog u tu
kruznicu iznosi nR2.

2 Prosirena kompleksna ravan. Riemannova sfera

Sa S% C R? ozna¢imo jedini¢nu sferu tj. sferu sa centrom u tacki (0,0,0) i
poluprec¢nikom 1. Njena jednacina je

E+n+=1

Skup kompleksnih brojeva moZemo interpretirati kao skup tacaka ravni ¢ =
0. Naime, svakom kompleksnom broju z = z + ¢y mozemo pridruziti tacku
(z,y,0) koja pripada ravni ¢ = 0. Pretpostavi¢emo da se realna osa pok-
lapa sa £-osom a imaginarna osa z = 0 sa n-osom. Iz tatke N (0,0, 1), koju
éemo zvati sjevernim polom sfere S2, konstrui§imo pravu koja sijece ravan
¢ = Outacki (z,y,0). Tacku (£, n, ¢) razliitu od sjevernog pola, u kojoj ta
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prava sijece sferu S? zovemo stereografskom projekcijom tacke z (ili kom-
pleksnog broja z = x + i) na sferu S?, a opisano preslikavanje ravni ¢ = 0
na sferu, stereografskim projektovanjem. Stereografsko projektovanje, koje
¢emo oznacavati sa SP uspostavlja obostrano jednozna¢nu koresponden-
ciju izmedu kompleksne ravni i sfere S? bez sjevernog pola (vidi sliku 1.3).

A
S

Z (&, ¢) ﬁ
Y

.

Slika 1.3: Stereografska projekcija.

Neka je Z(£, 7, ¢) tacka sfere S? razli¢ita od sjevernog pola N (0,0, 1),
z(x,y,0) tacka ravni ¢ = 0. Take N, Z i z pripadaju jednoj pravoj ako i
samo ako tacke (0,0,0), ({,n,( — 1) i (z,y, —1) takode tacke jedne prave.
Parametarske jednacine prave [ koja sadrZi sjeverni pol N i tacku (z,y, —1)
imaju sljedeéi oblik

E=tx,n=1y, (=1—1t. 2.1
Zajednicku tacku prave [ i sfere S? (drugu, pored sjevernog pola N) dobi-

jamo iz jednacine

2?22+ (1 —t)? =1,
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Odavde slijedi da je
2
IEEEE
i |22
2z 2y 1—|z
5 T 112 n= 1 1.2 C_ T L2
1+ |z| 1+ |z 1+ |z
Dakle,

2 21 1 |22
SP(z) = SP(z,y,0)SP(x + iy) = ( Re z m z 2| )

T4+ 22714227 1+ 2|2
Jednostavno se izvode 1 formule za inverzno preslikavanje :

e = g iy

Preslikavanje SP : C — S%\ {N} je bijekcija. U tacke bliske sjev-
ernom polu slikaju se tacke koje su udaljene od koordinatnog pocetka, ali
se nijedna tacka ravni ¢ = 0 ne slika u sjeverni pol N. Ako Zelimo obezbi-
jediti da sjeverni pol bude ravnopravan sa ostalim tackama sfere S?, tada, na
osnovu prethodnog zapazanja, ravan C treba prosiriti jo§ jednom tackom, i
opet na osnovu prethodnog zapaZanja, logi¢no je reci da je to beskona¢no
udaljena tacka (ili beskonacnost), koju ¢emo oznaciti sa oo. Tako dobijamo
C := C U {oc0}, prosireni skup kompleksnih brojeva, odnosno prosirenu
kompleksnu ravan. Postavimo S P(co) = N. ProduZeno preslikavanje SP :
C — S? je bijekcija. Prostor S2 = C nazivamo Riemannovom sferom.
Beskonacno udaljena tacka moze se, geometrijski, posmatrati kao potpuno
ravnopravna sa ostalim tackama kompleksne ravni, kao Sto je sjevereni pol
N ravnopravna tacka sa ostalim tackama sfere. DefiniSimo jos sljedece arit-
meticke operacije u kojima ucestvuje beskonac¢no udaljena tacka: a + oo =
cota=o00,ia/oo=0akojea € C;a/0 =00,a-00=00-0a:=00
ako je a € C\ {0}. U mnogim sucajevima operacije u kojima ucestvuje oo
nisu definisane; u aritmeti¢kim operacijama oo nije ravnopravna sa ostalim
tackama kompleksne ravni. Skup C sa ovako dodefinisanim operacijama ne
¢ini polje. Primijetimo da se za beskona¢no udaljenu tacku pojmovi realni
dio, imaginarni dio i argument prosto ne definiSu, dok je |oo| = +o0.



2. PROSIRENA KOMPLEKSNA RAVAN. RIEMANNOVA SFERA 29

2.1 Metrika na C
Teorema 2.1. Funkcija p : C x C — R definisana sa

p(z1,22) = d(SP(z),SP(z2)),

gdje je d rastojanje tacaka Zy = SP(21) i Za = SP(22) na sferi, je metrika
na C i za svako z1, z9, z € C vaZe jednakosti:

2|Zl *22|
(1+|21[*) (1 + |22[?)

p(z1, z2) = 7

2
2,00) = —————=, p(oo,00) = 0.
p(2,00) iR p( )

Dokaz. Dokaz da je p metrika pociva na dvijema Cinjenicama: d je metrika
na S2i SP : C — S? je bijekcija.

Direktno is definicije funkcije p slijedi p(z,w) > 0, za svako z i w iz
C. Dalje, p(z,w) = 0 ako i samo ako d(SP(z), SP(w)) = 0, odnosno ako
i samo ako SP(z) = SP(w). Posto je SP bijekcija, slijedi da je p(z,w) =
0 ako i samo ako z = w. Pored toga, p(z,w) = d(SP(z), SP(w)) =
d(SP(w),SP(z)) = p(w, z). Nejednakost trougla slijedi iz sljede¢ih jed-
nakosti i nejednakosti:

p(z,w) = d(SP(z), SP(w))
< d(SP(2),SP(t)) +d(SP(t), SP(w)) = p(z,t) + p(t,w).

Dakle, p je metrika na C.
Akoje z =z + iy iw = u+ v, tada je

2Rez 2Imz 1-— |z
T4 2P 1T+ 1+ |2

sP(2) = ( ) - @ma)es?

2Rew 2Imw _1—|w|2
T+ w2’ 1+ w2 1+ |w|?

SP(w) = ( > = (&2,m2,C2) € 5%,

paje

d*(SP(z),SP(w)) = (& — &)* + (m — n2)? + (G — &2)?
=2-2(&& +mne + ().
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Odavde, uzimajudi u obzir jednakosti,

§1&2 =

TU _ Yyv
I+ P A+ ) ™™~ T+ 221 + [w’

(L= [z = [w]?)
(14 [2[2) (1 + [w]?)

C1Ge =

lz—w* = (z —u)? + (y —v)* = |2]> + |w|* = 2(zu + yv)
slijedi da je
o1, 22) = 2|21 — 29| .
V(I + [z A+ [22P)
Po definiciji je p?(z, 00) = d?(Z, N), gdje je
Rez Imz 1—|z|?
L+ [P T+ 2" 1+ zl2>‘

Zzwﬁozsmwz(

Zato je
472 4y? 4 4
2
Z,00) = + + = )
7 00) I +[2P2)? T+ L+ 1+][2
odnosno

2

2,00) = —————, p(00,0) = 0.

Na kraju, o¢igledno je p(co,00) = d(N,N) = 0. Teorema je dokazana.

O

Primjer 2.2. Preslikavanje S P kruznice i prave preslikava u kruZnice. Njena

inverzna funkcija f = SP~! preslikava kruznice u kruZnice ili u prave, za-

visno od toga da li te kruznice sadrze sjeverni pol N = (0,0, 1). Dokazimo
posljednje tvrdenje.

Naime, krug k na sferi S? je presjek neke ravni i sfere: k = {a¢ +

b +cC+d =0, +n*+ (% = 1}, gdje sua,b,c i d realni brojevi,

takvi da je |d| < va? + b + ¢2. (Posljednji uslov obezbjeduje da se ravan

i sfera sijeku). Neka je k1 = f(k). Tadaje z = z + iy € k) < 2z =

1fc+ilic,priéemuje
¢ 2x 2y i ¢ 1— 2% —q?
= g 1 _— @
1+x2+y2’ n 1+1:2+y2 1+£C2+y2
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Zato je

2ra 2by (1 — % —y?

(ST ) pa=o,
1+x2+y2+1+x2+y2 ¢ 1+x2+y2>+

odnosno
2ax + 2by + (d — ¢) + (d + ¢)(z* + y*) = 0.

Posljednja jednacina je jednacina kruZnice ili prave, zavisno od toga da li
jed+c#0ilid+c=0. Uslova? + b% + ¢ > d? obezbjeduje da ova
jednadina ima rjeSenja.

Zadaci

1. Odrediti stereografske projekcije tacaka 1, —1, 1, %

2. Preslikati steregrafskom projekcijom skupove:
a) Polupravu D = {z € C: argz = T}.
b) Polupravu arg z = a.
¢) Kruznicu D = {z € C: |z| = R}.
d) Poluravan D = {z € C : Im z > 0.

3. a) Dokazati da su tacke Z i Z’ dijametralno suprotne tacke na Rie-
mannovoj sferi ako i samo ako inverzne stereografske projekcije tih
tacaka zadovoljavaju jednakost: 2z’ = —1.

b) U kakvom su odnosu tacke na sferi koje su stereografske projekcije

1
taCaka z 1 —.
z

¢) Odrediti slike tjemena kocke upisane u Riemannovu sferu, ¢ije su
strane paralelne sa Oxy, Oyz i Ozx ravnima.

d) Neka su z i 2’ inverzne stereografske projekcije taCaka Z i Z' i neka
je N sjeverni pol. Koristeéi sli¢nost trouglova ANZZ' i ANZ'z,
dokazati sljedece relacije za euklidsko rastojanje tacaka Z i Z’ odnosno
tataka Z i1 N:
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o 2|z — 2| ___ 2
WA= remaeem N T

4. U $ta se slikaju dvije paralelne prave stereografskom projekcijom?

5. Napisati formule za SP(z) u sfernim koordinatama



